Раздел 10. элементы теории вероятностей
10.1 Событие и вероятность

Классический пример случайного события – подбрасывание монеты. Нельзя заранее предсказать, что выпадет – «орел» или «решка». Но если событие повторять многократно, подбрасывать монету тысячу, десятки тысяч раз, то относительная частота выпадения «орла» (отношение числа выпадений «орла» к общему числу подбрасываний) будет мало отличаться от 0,5 и чем больше число подбрасываний, тем ближе это отношение будет к 0,5.
Изучение закономерностей однородных массовых случайных явлений составляет предмет теории вероятностей и основанной на ней математической статистики.
Как и всякая математическая  дисциплина теория вероятностей базируется на определенной аксиоматике и фактически является наукой о количественных закономерностях моделей случайных явлений независимо от их конкретной природы.

Сформулируем основные понятия и определения (будем обозначать символом ():

· Испытание – выполнение определенного комплекса условий при проведении какого-либо наблюдения или опыта.

Примеры (будем обозначать ( ):

(    Подбрасывание монеты и выпадение при этом «орла» или «решки»;

· подбрасывание игрального кубика и выпадение кверху одной из шести граней (от 1 до 6 очков);

· при определении жира в молоке, испытание – взятие пробы, лабораторный анализ.

Будем предполагать, что испытание может быть воспроизведено сколь угодно много раз.

(
Событие – результат, исход испытания.

(   Выпадение «орла» или «решки» при подбрасывании монеты;

· выпадение конкретного числа очков при брошенной игральной кости.

Для обозначения событий будем использовать большие буквы латинского алфавита: 
А, В, С, …

(
Два события А и В называются несовместимыми, если при одном испытании появление одного из них исключает появление другого.

(   При подбрасывании монеты, события:

А = (выпадение «орла»( и В = (выпадение «решки»( - несовместимы;

· При одном выстреле по мишени, события:

А = (попадание( и В = (промах( - несовместимы.

(
События А и В – совместимы, если при испытании появление одного из них не исключает появление другого.

(   При подбрасывании игрального кубика, события:

А = (выпадение четного числа очков( и

В = (выпадение числа очков, кратного «4»( - совместимы.

(
Событие называется достоверным, если оно является единственно возможным исходом испытания и невозможным, если в данном испытании оно заведомо не может произойти.

(   В урне, т. е. ящике, из которого не видно что достаем, помещено пять белых шаров.

Событие А = (достать белый шар( - достоверное,

Событие В = (достать черный шар( - невозможное.

(   Событие называется случайным, если при испытании оно может либо произойти, либо не произойти.

(   Извлечение белого шара из урны с 10 шарами, среди которых 5 белых и 5 черных шаров.

· Возможные, исключающие дуг друга результаты одного испытания, будем называть элементарными событиями.

(   При подбрасывании игрального кубика, события:
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В данном примере события 
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 образуют полную группу событий, так как они исчерпывают все возможные элементарные исходы.

· События А и В называются противоположными, если в данном испытании они несовместимы и одно из них обязательно происходит.

(   При подбрасывании монеты, события:   А= (выпадение «орла»( и 

    В= (выпадение «решки»( - противоположны. Обозначают В = 
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    При подбрасывании игрального кубика, если А= (выпадение четного числа очков(, то 
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 = (выпадение нечетного числа очков(  - противоположно А.

Статистическое определение вероятности

Предположим, что производится n испытаний и при этом некоторое событие А наступает m раз.

· Число m называется абсолютной частотой ( или просто частотой) события А, а отношение m/n – относительной частотой события А.

(   Пусть монету подбрасывают 100 раз и при этом «орел» выпадает 48 раз. Тогда 48 – абсолютная частота, а 0,48 – относительная частота выпадения «орла».    

· Если при сериях небольшого количества испытаний относительная частота может подвергаться значительным колебаниям, то при переходе к серии более многочисленных испытаний эти колебания постепенно сглаживаются и стабилизируются на каком-то  устойчивом уровне.

Эти предельные стационарные значения относительной частоты в серии многочисленных одинаковых испытаний будем называть вероятностью наблюдаемого события А.

Статистическое определение вероятности, т.е. вероятность – как предельное значение относительной частоты при неограниченном увеличении количества испытаний, можно использовать для установления эмпирических закономерностей наблюдаемых явлений. Классический пример – опыты Менделя. Он скрещивал, например, два сорта гороха, различавшихся высотой растений, один сорт с высокими растениями, другой – с низкими.  В первом поколении потомство состояло только из высоких растений (доминантный признак). А во втором поколении (при самоопылении гетерозигот) появлялись как высокие, так и низкие растения, но первых (доминант) было гораздо больше. На большом количестве опытов скрещивания (порядка десятков тысяч) выявилась числовая закономерность, что отношение доминантных признаков к рецессивным, при скрещивании гетерозигот, подчиняется пропорции 3 : 1. Полученная закономерность позволила Менделю высказать определенные гипотезы относительно механизмов скрещивания, которые, найдя подтверждение в опытах последующих исследователей, дошли до нас в виде законов Менделя.

Классическое определение вероятности.
· Выполнение всякого испытания влечет за собой некоторую совокупность исходов. Назовем ее системой исходов испытания. Предполагается, что все исходы испытания являются:

А)   единственно возможными (если производится опыт с извлечением шара из урны, то исходом опыта может быть извлечение только одного шара),

Б)    равновозможными (условия проведения испытаний таковы, что нет оснований приписывать какому-либо одному исходу испытания преимущества по сравнению с другими),

В)   несовместимыми.
   При этом из числа всех исходов испытания выделяют те, которые благоприятствуют данному событию.

(   При бросании игрального кубика, событию А = (выпадение четного числа очков( благоприятствуют исходы: (2, 4, 6(.

   Пусть из системы n исходов испытания – несовместимых, единственно возможных и равновозможных, m исходов благоприятствуют интересующему нас событию А.

· Под вероятностью Р(А) наступления события А будем понимать отношение числа исходов, благоприятствующих наступлению данного события, к числу всех возможных исходов испытания.   Р(А) = m/n.

   Для невозможного события m=0, для достоверного m=n, для случайного события m<n, то есть в общем 0(Р(А)(1.

(   Талоны занумерованы всевозможными двузначными числами (10, 11, 12, … 99(- общее число n=90. Какова вероятность события А, состоящего в том, что номер вынутого талона состоит из одинаковых цифр?

· Событию А благоприятствуют исходы: А = (11, 22, 33, … 99(. Их количество m=9. Тогда Р(А)= m/n =9/90 = 0,1.

Сведения из комбинаторики

Формулы комбинаторики часто используются для расчета конкретных вероятностей в задачах. Определим основные из них.

· Перестановками из данных n элементов называются всевозможные соединения из этих элементов, различающихся только порядком.

(   Сколько различных комбинаций, различающихся порядком следования элементов, можно образовать из трех предметов, например шаров, разного цвета: К – красного, Ж – желтого, З – зеленого?

· Таких комбинаций шесть: КЖЗ, КЗЖ, ЖКЗ, ЖЗК, ЗКЖ, ЗЖК. То есть количество перестановок из трех: 
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В общем случае, количество перестановок из n элементов: Pn =1(2(…(n = n!

В частности при n=3, P3 =1(2(3 = 3! = 6.

· Сочетаниями из n элементов по m называются всевозможные соединения из m элементов, различающихся только составом элементов (независимо от порядка размещения).

(   Сколько пар можно образовать из трех предметов (шаров) разного цвета (К, Ж, З)?

· Таких пар три (если не учитывать порядок следования): КЖ, КЗ, ЖЗ. То есть количество сочетаний из трех по два 
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В общем случае, количество сочетаний из n по m дается формулой:
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· Размещениями из n различных элементов по m называются всевозможные соединения из m элементов, которые различаются либо составом, либо порядком своих элементов.

(   Сколько всевозможных двузначных чисел можно образовать из цифр 1, 2, 3 (цифры не повторяются)?

· Таких чисел шесть: 12, 21, 13, 31, 23, 32. То есть количество размещений из трех по два 
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В общем случае, количество размещений из n по m дается формулой:
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Задача: Из колоды в 36 карт наудачу извлекают две карты. Какова вероятность, что обе карты «пиковой масти»?

Решение: По определению вероятности р=т/п. 

Здесь п=
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 - сколько способов из 36 карт достать по 2 (порядок роли не играет), а 

т=
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 - сколько способов из 9 «пиковых» достать по 2. Тогда:

р=т/п=
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Задачи для самостоятельного решения

1. Сколькими способами 8 различных книг можно расставить на полке?

2. Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр: 1,2,3,4,5? Сколько из них четных? (Предполагается, что все числа состоят из различных цифр).

3. На окружности выбрано 10 точек. Сколько можно провести хорд с концами в этих точках? Сколько треугольников с вершинами в этих точках?

4. Сколько шестизначных чисел можно образовать из цифр от 1 до 9, если каждое число должно состоять из 3 четных и 3 нечетных цифр, причем никакая цифра не входит в число более одного раза?

5. Сколько четырехбуквенных слов (т.е. буквосочетаний, состоящих из различных букв) можно образовать из букв слова «гранит»? Сколько среди них таких, которые не содержат букву «т»? Сколько таких, которые начинаются с буквы «а» и оканчиваются буквой «н»?

6. Брошено две игральные кости. Какова вероятность, что на одной кости выпадет четное, а на другой – нечетное количество очков? Что число очков на первой кости в два раза больше числа очков на второй кости? Что сумма очков равна 10?

7. В урне находятся 5 белых и 4 черных шара. Достают три шара. Какова вероятность, что все три шара окажутся белыми? Два шара – черные и один – белый?

8. Из колоды в 36 карт наудачу достают три карты. Какова вероятность, что все карты красные? Три туза?

9. Представим, что собравшись дозвониться до абонента, мы забыли две последние цифры номера телефона. Осталось в памяти только, что эти цифры различны и не больше пяти. Какова вероятность, выбрав наугад две последние цифры, дозвониться до абонента?

Контрольные вопросы
1. Что представляет предмет теории вероятностей?

2. Как определить понятия: испытание, событие?

3. Какое событие считается: достоверным, невозможным, случайным? Привести примеры.

4. Какие события называются: совместными, несовместными, противоположными, равновозможными, образующими полную группу? Привести примеры.

5. Статистическое определение вероятности.

6. Классическое определение вероятности.

7. Формулы комбинаторики: перестановки, сочетания, размещения. Проиллюстрировать примерами.

10.2 Свойства вероятности. Теоремы сложения и умножения

· Суммой событий А и В называется событие С = А + В, состоящее в наступлении хотя бы одного из них.

Возможна также эквивалентная запись:

С = А(В (язык теории множеств),

С = А «или» В (логическая запись).

(  Из колоды карт случайно достают одну. Если событие А=(достается карта «червовой» масти(, В=(карта «бубновой» масти(, то событие С=А+В будет, соответственно, С=(карта «красной» масти(.

Теорема сложения вероятностей (случай несовместимых событий)

Вероятность суммы двух несовместимых событий А и В равна сумме их вероятностей:  Р(А+В) = Р(А) + Р(В).     

Следствие 1:   Сумма вероятностей событий, образующих полную группу, равна 1.

(   При подбрасывании игрального кубика, система событий:

E1 =(выпадение 1 очка(, E2 =(выпадение 2 очков(, …E6 =(выпадение 6 очков( -образует полную группу:
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Следствие 2:   Сумма вероятностей двух противоположных событий А и 
[image: image20.wmf]А

 равна 1.

(   Противоположные события – частный случай полной группы, состоящей из двух событий. Если, к примеру, вероятность попадания в мишень Р(А)=0,8, то вероятность промаха будет Р(
[image: image21.wmf]А

)=1-Р(А)=1-0,8=0,2.

· События А и В называются независимыми, если появление или непоявление одного из них не изменяет вероятность наступления другого.

(   Предположим, что в урне 10 шаров, из них 6 белых и 4 черных. Опыт состоит в случайном доставании одного шара. Повторное доставание возможно в двух вариантах:

А) «С возвратом». Достали шар, посмотрели его цвет, вернули обратно. После перемешивания опыт повторили. Обозначим события:

     А = (белый шар при первом доставании(,

     В = (белый шар при втором доставании(.

Очевидно, в данном случае, события А и В – независимы и Р(А)=Р(В)=0,6.

Б) «Без возврата». После доставания шар не возвращается обратно. В этом случае события зависимы и вводится понятие условной вероятности.
Если при первом доставании достали белый шар, то перед вторым доставанием остается 9 шаров, из них 5 белых и 4 черных. Можно сказать, что вероятность достать белый шар при втором доставании, при условии что при первом доставании был белый шар, равна 5/9, символически: 
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· Произведением (или пересечением) событий А и В называется событие С, состоящее в совместном наступлении этих событий, т.е. в наступлении и события А и события В.

Записывается:   С=А(В (алгебраическая запись), или

С=А(В (на языке теории множеств), или

С=А «и» В (логическая запись).

С использованием введенных обозначений, события А и В – независимы, если:
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Теорема умножения вероятностей

Вероятность произведения событий А и В (или вероятность их совместного   наступления) равна произведению вероятности наступления первого события  на условную вероятность наступления второго, вычисленную в предположении, чтопервое событие имело место.

Символически:   Р(А(В)=Р(А)( 
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Следствие 1.   В силу симметрии, т.к. А(В=В(А, то 
                         Р(А(В)=Р(В(А)=Р(В)( 
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 Следствие 2.   Для независимых событий:

Р(А(В)=Р(А)(Р(В)

(  У мышей черная окраска шерсти – доминантный признак, коричневый окрас – рецессивный. Предположим, что скрещиваются две гетерозиготные мыши, причем при каждом скрещивании в помете – четыре потомка. Оценим вероятности всех возможных вариантов окраса шерсти потомков.

1) Обозначим события: E1= (все четыре мышонка – коричневого окраса(,

А=(первый мышонок - коричневый(,

В=(второй мышонок - коричневый(,

С=(третий мышонок - коричневый(,

D=(четвертый мышонок - коричневый(.

Тогда E1=А(В(С(D. По теореме умножения вероятностей для независимых событий

Р(E1)=Р(А)(Р(В)(Р(С)(Р(D). В соответствии с первым законом Менделя:

Р(E1)=
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2) E2=(в помете три коричневых и один черный мышонок(.

При этом черный может быть первым (A1), вторым (A2), третьим (A3) или четвертым (A4).

Графически:                        Так как E2 =A1+A2+ A3+ A4.
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                                                        Откуда Р(
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3) E3= (в помете 2 коричневых и 2 черных мышонка(.

Черные могут быть: «Первый и второй» (
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4) E4= (в помете 1 коричневый и 3 черных мышонка(.

Коричневый может быть:  «первым» (
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A

), «вторым» (
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), «третьим» (
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) или «четвертым» (
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    Графически:                                         
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5) E5= (все четыре мышонка – черного (доминантного) окраса(.

Обозначим события:

А=(первый мышонок - черный(,

В=(второй мышонок - черный(,

С=(третий мышонок - черный(,

D=(четвертый мышонок - черный(.

Тогда: E5=А(В(С(D ( Р(
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Замечание:  События 
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Теорема сложения вероятностей (для случая совместных событий)

Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий минус вероятность их совместного появления.

Р(А+В) = Р(А) + Р(В) – Р(А(В)

(   Известно, что в посевах пшеницы (на делянке) 95% здоровых  растений. Выбирают два растения. Какова вероятность, что среди них хотя бы одно окажется здоровым?

· Обозначим: А=(первое растение - здоровое(,

       В = (второе растение - здоровое(,

С = (хотя бы одно растение - здоровое(.

Очевидно, С=А+В ( Р(С)=Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(А(В)=0,95+0,95-0,95(0,95=0,9975

Формула полной вероятности

Пусть 
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 образуют полную группу событий. Для некоторого случайного события A можно представить:
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Откуда:   Р(A)=
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(в силу несовместимости событий A(
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(   Детали изготавливают на двух станках. Производительность первого в два раза больше, чем второго. Первый станок дает 5% бракованных деталей (95% - качественных), второй – 10% брака (90% - качественных). Сколько процентов качественных деталей изготавливают за смену на обоих станках?

Обозначим: E1=(деталь изготовлена на 1 станке(,

E2=(деталь изготовлена на 2 станке(,

A  =(произвольно взятая деталь - стандартна(.

Здесь: Р(
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По формуле полной вероятности (для двух гипотез 
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Вывод: Примерно 93% изготавливаемых за смену деталей (при одновременной работе обоих станков) -  качественные.

Формула  Байеса

Представляет собой, в определенном смысле, решение обратной задачи. 

Так, в предыдущем примере можно задаться вопросом: 

Какой процент из всех качественных деталей, изготовленных за смену, приходится на первый станок (соответственно, второй)?

Формула Байеса выводится из формулы полной вероятности, если для каждого слагаемого, в силу симметрии (А(
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                 (   Отвечая на поставленный вопрос, получим:
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Вывод: Из всех качественных деталей, изготовленных за смену, 68% приходится на первый станок и 32% - на второй станок.

Задачи для самостоятельного решения
1) Из колоды в 36 карт случайно достают одну. Какова вероятность, что карта «красной» масти или «крестовая»? Что карта «бубновая» или «король»?

2) В урне 12 белых и 8 черных шаров. Один за другим достают два шара. Какова вероятность, что оба шара белые? Оба черные? Один белый и один черный?

3) Известно, что в среднем из 100 посаженных саженцев груши приживаются 80. Посажено два саженца. Какова вероятность, что приживутся: а) оба саженца; б) хотя бы один; в) только один?

4) Имеется две вазы с яблоками. В первой вазе из 8 яблок – 4 побитых, во второй, из 10 – 6 побитых. Какова вероятность, что взятое наудачу яблоко (из наудачу выбранной вазы) – непобитое?

5) В первой коробке содержится 20 радиоламп, из них две бракованные, во второй коробке – 10 радиоламп, из них одна бракованная. Из второй коробки наудачу взята лампа и переложена в первую. Найти вероятность того, что лампа, наудачу извлеченная из первой коробки, будет качественной.

6) Детали изготавливают на двух станках. Производительность первого на 20% больше производительности второго. Первый станок, в среднем, дает 4% брака, второй – 12% брака. Какой процент качественных деталей, в среднем, изготовят за смену на обоих станках?

7) В семье три дочери: Лиза, Света, Маша. По вечерам они по очереди моют посуду. Так как Лиза старшая, ей приходится выполнять 40% всей работы. Остальную часть Света и Маша делят поровну. Вероятность разбить что-то из посуды при мытье, для Лизы 2%, для Светы и Маши, соответственно, 3% и 4%. Родители не знают, кто вечером мыл посуду, но слышали звон разбитой тарелки. Какова вероятность, что посуду мыла Лиза? Света? Маша?

Контрольные вопросы:
1) Что называется суммой, произведением случайных событий? Привести примеры.

2) Как сформулировать теорему сложения вероятностей в случае: а) несовместных событий;  б) совместных событий?

3) Какие события называются независимыми, а какие зависимыми? Привести примеры.

4) Понятие условной вероятности.

5) Как сформулировать теорему умножения вероятностей?

6) Формула полной вероятности.

7)  Формула Байеса.

10.3  Дискретные и непрерывные случайные величины

· Случайной величиной называется переменная, которая может принимать в зависимости от исходов испытания те или иные случайные значения. 

Примеры: 

1) Количество зерен в случайно выбранном колосе.

2) Количество мальчиков из десяти новорожденных (может принимать любое значение от      0 до 10).

3) Привес теленка за месяц откорма.

4) Процент жира в молоке.

5) Расстояние от центра мишени до точки попадания при стрельбе.

Случайные величины делятся на два типа: дискретные и непрерывные.

· Случайная величина называется дискретной, если все ее возможные значения изолированы друг от друга и их можно занумеровать.

(   Примеры 1, 2 – характеризуют дискретные случайные величины (с. в.).

· Случайная величина называется непрерывной, если все ее возможные значения заполняют некоторый конечный или бесконечный интервал.

(   Примеры 3-5 характеризуют непрерывные с. в.

Дискретные случайные величины

Случайные величины принято обозначать заглавными буквами латинского алфавита: 
X, Y, Z, …, а их возможные значения – соответствующими малыми буквами: x, y, z, …

Пример 6) Два стрелка стреляют по мишени. Первый попадает в мишень с вероятностью 0,6 (дает 60% попаданий), второй – с вероятностью 0,7 (70% попаданий). Рассмотрим случайную величину Х со значениями, соответствующими возможному количеству попаданий в мишень при одновременном залпе обоих стрелков. У случайной величины Х три возможных значения:
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- ни одного попадания в мишень,
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x

- одно попадание и
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- два попадания.

Для подсчета вероятностей указанных исходов, введем обозначения событий:

А = (первый стрелок поразил мишень(,

В = (второй стрелок поразил мишень(.

Очевидно, Р(А)=0,6, Р(В)=0,7. Тогда применяя теоремы сложения и умножения вероятностей:

Р(
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· Составим таблицу соответствия, устанавливающую связь между возможными значениями случайной величины и их вероятностями, которая называется законом распределения соответствующей дискретной случайной величины.
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Как видим 
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(так как возможные исходы 
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 составляют полную группу).

· График, соответствующий заданному закону распределения, называется многоугольником распределения случайной величины.

Для данного примера 6, многоугольник распределения имеет вид:
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Числовые характеристики дискретных случайных величин.
Пусть некоторая дискретная случайная величина Х с конечным числом возможных значений задана законом распределения:
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· Средним значением случайной величины Х или ее математическим ожиданием называется сумма произведений всех возможных значений случайной величины на соответствующие вероятности.

Обозначается: 
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Так, для примера 6 математическое ожидание:

М(Х)=
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Вывод: В среднем следует ожидать, что при одновременном залпе двух стрелков по мишени попаданий окажется 1,3 (т.е. или 1 или 2, но ближе к 1).

· Случайные величины называются независимыми, если закон распределения одной из них не зависит от того, какие значения приняла другая случайная величина.

Свойства математического ожидания дискретной случайной величины

1) Математическое ожидание постоянной случайной величины равно этой величине:  

М(С) = С
2) Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:

М(С(Х)= С(М(Х)

3) Если X, Y – две дискретные случайные величины, то:

а) M(X+Y) = M(X) + M(Y)

b) M(X(Y) = M(X) ( M(Y)

c) M(X(Y) = M(X) ( M(Y) (если X, Y- независимы).

Все свойства примем без доказательства.   

· Дисперсией случайной величины Х называется среднее значение квадрата отклонения с.в. от ее математического ожидания.

Обозначается: D(X) = M
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Подсчитаем значение дисперсии (мера рассеяния или «разброса» значений с.в. относительно среднего) для примера 6:

D(X) = 
[image: image197.wmf]222
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Свойства дисперсии дискретной случайной величины

1) Дисперсия постоянной с.в. С равна нулю.

D(C) = 0

2) Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат:

D(C(X) =
[image: image199.wmf]2

C
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3) Если X,Y – независимые случайные величины, то:

D(X(Y) = D(X) + D(Y)

4) D(X) = M(
[image: image200.wmf]2
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· Средним квадратическим отклонением ((Х) случайной величины Х называется корень квадратный из ее дисперсии:

((Х) = (D(X)

Так, для примера 6, ((Х) = (0,45 ( 0,67.

Непрерывные случайные величины

Для непрерывной случайной величины, в отличие от дискретной, нельзя составить закон распределения. Поэтому для таких величин оценивают вероятность попадания в заданный интервал.

Введем функцию аргумента Х:

F(X) = P(X(x)

Интегральной функцией распределения случайной величины Х называется вероятность события, состоящего в том, что случайная величина Х примет значение, меньшее заданного числа (аргумента) х.

Будем предполагать, что функция F(X) – непрерывна.

Свойства интегральной функции распределения:

1) 0(F(X)(1

2) F(X) – неубывающая функция, т.е. если 
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3) F(-()=0, F(+()=1

(Cвойства 1-3 следуют из определения вероятности).

4) Р(((Х(() = F(() – F(()

· Так как событие {X<(} эквивалентно событиям {X<(} или (((Х(((, то по теореме сложения вероятностей:

P(X<()=P(X<()+P(((X<()=P(X<()+P(X=()+P((<X<()

Из непрерывности F(X) легко доказать, что Р(Х=()=0 (принимая, в частности, (=(+(х  и (х(0). Откуда:

Р(((Х(()=Р(Х(()-Р(Х(() = F(()-F(()  

(
Дифференциальной функцией распределения непрерывной случайной величины Х (или ее плотностью вероятности) называется функция ((X), равная производной ее интегральной функции:   ((X) = 
[image: image206.wmf]()
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Свойства дифференциальной функции распределения
1) ((Х)(0 (как производная от неубывающей функции F(Х)).

2)  Р((<X<()=F(()-F(()=
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3) 
[image: image209.wmf]()

x

xdx

-¥

j

ò

=F(X)-F(-()=F(X)

4) 
[image: image210.wmf]()

xdx

+¥

-¥

j

ò

=F(+()=1

5) Если все возможные значения случайной величины принадлежат замкнутому интервалу, то есть:

((Х) = 
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Пример 7.  Непрерывная случайная величина Х задана плотностью распределения:
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Определить: 1) Параметр a, 2) Интегральную функцию распределения F(Х).

· Из свойства (5): 
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Откуда: a=
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[image: image219.wmf]
Из свойства (3) интегральной функции распределения, 
[image: image220.wmf]1

c

=0, 
[image: image221.wmf]2

c

=1.

Далее, при х((1,3(: F(x)=
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Должно выполняться F(1)=0(
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 и окончательно:

 F(X)=
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Числовые характеристики непрерывных случайных величин

· Математическим ожиданием непрерывной случайной величины Х с плотностью вероятности ((х) называется величина:

М(Х)=
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· Дисперсией непрерывной с.в. Х (с математическим ожиданием М(Х)=а и плотностью вероятности ((х)) называется величина:

D(X)=
[image: image233.wmf](
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Замечание: Можно доказать, что D(X)=
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Найдем значения M(X), D(X) в случае примера 7:

M(X)=
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( 5,0 – 4,7 = 0,3.

Задачи для самостоятельного решения:

1) Посажено два саженца кустарника разных сортов. Вероятность, что первый приживется 0,8, второй – 0,7. Составить закон распределения для случайной величины, характеризующей возможное количество прижившихся саженцев. Построить многоугольник распределения для соответствующей случайной величины. Найти характеристики: М(Х), (.

2) Одновременно бросают две игральные кости. Составить закон распределения для случайной величины, характеризующей возможную сумму очков на обеих костях. Построить многоугольник распределения для соответствующей дискретной случайной величины. Найти ее характеристики: М(Х), (.

3) Непрерывная случайная величина задана интегральной функцией распределения:

F(X)=
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 EMBED Equation.3  [image: image246.wmf](a, b – const.)

Определить: А) Неизвестные параметры: а, b,
Б) Соответствующую функцию плотности распределения,

В) Характеристики: М(Х), (.

4) Непрерывная случайная величина задана плотностью распределения вероятностей:

((Х)=
[image: image247.wmf]2
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Определить: А) Неизвестный параметр а,

Б) Вероятность попадания случайной величины Х на отрезок [-1,3],

В) Интегральную функцию распределения F(X),

Г) Характеристики: М(Х), (.

Контрольные вопросы
1. Что называется случайной величиной? Привести примеры.

2. Какие случайные величины называются дискретными, а какие непрерывными? Привести примеры дискретных и непрерывных случайных величин.

3. Что представляет собой закон распределения дискретной случайной величины?

4. Как строится многоугольник распределения дискретной случайной величины?

5. Числовые характеристики дискретных случайных величин: математическое ожидание, дисперсия. Что они характеризуют?

6. Как задается интегральная функция распределения непрерывной случайной величины? Ее свойства?

7. Как определяется дифференциальная функция распределения непрерывной случайной величины? Ее свойства?

8. Числовые характеристики непрерывной случайной величины: математическое ожидание, дисперсия

10.4 Некоторые законы распределения 
случайных величин 
(биномиальный, равномерный, нормальный)
1. Биномиальное распределение
Речь пойдет о серии из n независимых повторных испытаний, в каждом из которых некоторое событие А происходит с одной и той же вероятностью Р(А) = р (вероятность противоположного события 
[image: image248.wmf]А

 , p(
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) =1- р = q).

Вопрос: Какова вероятность, что событие А при этом произойдет ровно m раз? (m(n).

Пример 1. Монета подбрасывается три раза. Какова вероятность, что «орел» при этом выпадет ровно 2 раза?

Обозначим: А=(выпадение «орла» при однократном испытании(.

Очевидно p(А)=0,5; p(
[image: image250.wmf]А

)=1- p(А) = 1- 0,5 = 0,5, где
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=(выпадение «решки» при однократном подбрасывании(.

Если исследуемое событие обозначим:

        C=(При 3-кратном подбрасывании «орел» выпадает 2 раза(,

То С = АА
[image: image252.wmf]А

 + А
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А +
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АА, то есть «решка» выпадает третий или второй или первый раз. Используя теоремы сложения и умножения вероятностей:

Р(С) = 3(
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В общем случае ответ на поставленный выше вопрос дает Формула Бернулли:
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 EMBED Equation.3  [image: image262.wmf]
где 
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вероятность появления события А m раз в серии n повторных испытаний. В общем случае формула доказывается с помощью метода математической индукции.

Пример 2. Вероятность, что саженец яблони приживется, равна 0,8 (из 100 посаженных саженцев, в среднем, 80 приживаются). Какова вероятность, что из 5 посаженных саженцев приживутся:

А) Ровно 3?

Б)  Не менее 3?

Решение:

А) Здесь n =5, m=3, p=0,8, q=1- p=0,2.
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Б) Не менее 3, это : или 3, или 4, или 5. Тогда:
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Так как:
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Пример 3. В примере 1 рассчитать вероятности всех возможных исходов, т.е. каковы вероятности, что при трех подбрасываниях монеты «орел» выпадет: ни разу, один, два или три раза?

Решение:    n=3, m=0,1,2,3; p=0,5; q=1- p=0,5.
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 EMBED Equation.3  [image: image270.wmf]
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Суммарный подсчет дает:
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Такое разложение по всем возможным исходам представляет собой биномиальное распределение для случая n=3. Сумма вероятностей всех возможных исходов равна 1, так как они образуют полную группу исходов испытания, кроме того p+q=P(А)+P(
[image: image275.wmf]А

)=1.

Замечание: Слово бином дословно переводится как двучлен (некоторая степень суммы двух слагаемых).

В общем случае рассмотрим n независимых испытаний, в каждом из которых событие А происходит с постоянной вероятностью Р(А) = p.

Можно рассмотреть дискретную случайную величину Х, возможные исходы которой – это общее возможное количество наступлений события А, то есть числа: 0, 1, 2, …n-1, n.

В соответствии с формулой Бернулли:
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Или располагая полученные значения в таблицу:
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Получаем Биномиальный закон распределения для дискретной случайной величины Х.

Числовые характеристики для такой случайной величины:

M(X)=n(p; ( =(D(X) = ((n(p(q).

Равномерное распределение

Непрерывная случайная величина называется равномерно распределенной на отрезке [a,b], если ее плотность распределения вероятностей на этом отрезке постоянна, а вне его равна 0, то есть имеет вид:
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Исходя из свойства функции плотности распределения, найдем значение константы с:
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Откуда с = 
[image: image284.wmf]a
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Итак, плотность вероятности непрерывной случайной величины Х, распределенной равномерно на отрезке [a, b], имеет вид:
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Задача: Восстановить значение интегральной функции распределения в этом случае.

Решение: Проводя рассуждения, аналогичные тем, что применялись в примере 7  раздела 10.3, придем к следующему виду интегральной функции распределения:
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Нормальное распределение
Непрерывная случайная величина нормально распределена, если ее плотность распределения имеет симметричный колоколообразный характер. Примеры подобных величин многочисленны и разнообразны:

масса клубня картофеля,

привес животного за месяц откорма,

рост (или вес) людей,

содержание жира в молоке,

погрешность измерения прибора.

На характер распределения упомянутых случайных величин влияет большое число факторов, причем влияние каждого из них относительно невелико и не является преобладающим над другими факторами.

Непрерывная случайная величина Х имеет нормальный закон распределения, если ее функция плотности вероятности имеет вид:
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Здесь a=М(Х) – математическое ожидание или среднее значение, ( = (D(X) – среднее квадратическое отклонение случайной величины.

График плотности распределения
Исследование функции ((х) при а=0 показывает:

1) Пересечение с осью OY в точке А(0, 
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2) Экстремум:  
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Откуда х=0, то есть в точке А достигается максимум.

3) 
[image: image290.wmf]lim
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 f(x)=0 ( ось ОХ – горизонтальная асимптота.

f(-x) = f(x) ( функция четная (симметрична относительно оси OY).

4) Точки перегиба:


[image: image291.wmf]2

2

2

2

2

3

1

()10

2

x

x

xe

-

s

æö

¢¢

j=´´-=

ç÷

s

sp

èø


Откуда х=((. Получаем две точки перегиба: 
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График функции f(х) представлен на рисунке 1.

[image: image294.png]



Рис.1:

а) общий вид функции плотности нормального распределения f(x);

б) зависимость f(x) от параметра при а = 0.

Как видно из рисунка 1, график функции y = f(x) имеет симметричный, колоколообразный характер, при меньшем значении ( достигается меньшее рассеяние вокруг среднего и больший максимум; при a(0 кривая плотности распределения сдвигается вправо на a единиц.

Вероятность попадания нормально распределенной случайной величины в заданный интервал.
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Где 
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 - интегральная функция Лапласа, задается таблично.

Из свойств определенного интеграла Ф(-х)= - Ф(х), т.е. функция Ф(х) – нечетная.

Отсюда выводятся следующие (производные) формулы:
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Полагая: а) (=(
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Правило трех сигм (3(): практически достоверно, что при однократном испытании, отклонение нормально распределенной случайной величины от ее математического ожидания не превышает утроенного средне-квадратического отклонения.

Задача: Предполагается, что масса вылавливаемых в пруду зеркальных карпов есть случайная величина Х, имеющая нормальное распределение с математическим ожиданием a=375 г. и средним квадратическим отклонением ( = 25 г. Требуется определить:

А) Вероятность, что масса случайно выловленного карпа окажется не менее (=300 г. и не более (=425 г.

Б) Вероятность, что отклонение указанной массы от среднего значения (математического ожидания)  по абсолютной величине будет меньше (= 40 г.

В) По правилу трех сигм найти минимальную и максимальную границы предполагаемой массы зеркальных карпов.

Решение:

А) 
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Вывод: Примерно 98% карпов, плавающих в пруду, имеют массу не менее 300 г. и не более 425 г.

Б) 
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Вывод: Примерно 89% имеют массу от a-( = 375- 40 = 335 г. до a+( = 375 + 40 = 415 г.

В) По правилу трех сигм:
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Вывод: Масса практически всех карпов (примерно 100%) заключена в интервале от 300 до 450 грамм.

Задачи для самостоятельного решения

1. Стрелок поражает мишень с вероятностью 0,8. Какова вероятность, что при трех выстрелах мишень будет поражена ровно два раза? Хотя бы два раза?

2. В семье четверо детей. Принимая рождения мальчика и девочки как равновероятные события, оценить вероятность, что в семье две девочки. Три девочки и один мальчик. Составить закон распределения для случайной величины Х, соответствующей возможному количеству девочек в семье. Рассчитать характеристики: М(Х), (.

3. Игральную кость подбрасывают три раза. Какова вероятность, что «6» выпадет один раз? Не более одного раза?

4. Случайная величина Х равномерно распределена на интервале [0,1]. Какова вероятность попадания случайной величины Х на интервал [0,8;2]?

5. Предполагается, что рост людей (для определенности – взрослых, мужчин), проживающих в некоторой местности, подчиняется нормальному закону распределения с математическим ожиданием а=170 см и среднеквадратическим отклонением (=5 см. Какова вероятность, что рост случайно выбранного человека:

А) окажется не более 180 см и не менее 165 см?

Б) отклоняется от среднего по абсолютной величине не более чем на 10 см?

В) по правилу «трех сигм» оценить минимально и максимально возможный рост человека.

Контрольные вопросы

1. Как записывается формула Бернулли? Когда она применяется?

2. Что представляет собой биномиальный закон распределения?

3. Какая случайная величина называется равномерно распределенной?

4. Какой вид имеют интегральная и дифференциальная функции распределения для случайной величины, равномерно распределенной на отрезке [a, b]?

5. Какая случайная величина имеет нормальный закон распределения?

6. Как выглядит кривая плотности нормального распределения?

7. Как найти вероятность попадания нормально распределенной случайной величины в заданный интервал?

8. Как формулируется правило «трех сигм»?

10.5 Введение в теорию случайных процессов

Случайной функцией называют функцию, значение которой при каждом значении независимой переменной является случайной величиной. 

Случайным (или стохастическим) процессом называют случайную функцию, для которой независимой переменной является время t . 

Иначе говоря, случайный процесс – это случайная величина, изменяющаяся во времени. Случайный процесс X(t) на является определенной кривой, он является множеством или семейством определенных кривых xi(t) (i = 1, 2, …, n), получаемых в результате отдельных опытов. Каждую кривую этого множества называют реализацией (или траекторией) случайного процесса. 

Сечением случайного процесса называют случайную величину X(t0), соответствующую значению случайного процесса в некоторый фиксированный момент времени t = t0.   

Математическое ожидание случайного процесса и его свойств

Математическим ожиданием случайного процесса (СП) X(t) называется неслучайная функция mx(t), которая при каждом значении аргумента t равна математическому ожиданию соответствующего сечения случайного процесса mx(t) = M[X(t)]. 

Если сечение случайного процесса X(t) при заданном t представляет собой дискретную случайную величину с законом распределения:

	X(t)
	x1(t)
	x2(t)
	…
	xn(t)

	pi
	p1(t)
	p2(t)
	…
	pn(t)


то его математическое ожидание вычисляется по формуле: mx(t) = 
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В случае, если сечение СП X(t) при данном t – непрерывная случайная величина с плотностью f(t, x) , то его математическое ожидание вычисляется по формуле: 
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Свойства математического ожидания СП:  

1) Для неслучайной функции 
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2) Неслучайный множитель 
[image: image309.wmf])
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 можно выносить за знак математического ожидания: 
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3) Математическое ожидание суммы двух случайных функций равно сумме их математических ожиданий: 
[image: image311.wmf][()()]()().
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4) Математическое ожидание суммы случайной и неслучайной функций равно сумме их математических ожиданий: 
[image: image312.wmf][()()]()().
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Дисперсия случайного процесса и её свойства.

Дисперсией СП X(t) называется неслучайная неотрицательная функция Dx(t), которая при любом значении t равна дисперсии соответствующего сечения СП: 
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Если сечение СП X(t) при заданном t является дискретной случайной величиной, то дисперсия находится по формуле: 
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В случае, если сечение СП X(t) при данном t – непрерывная случайная величина с плотностью f(t,x): 
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Свойства дисперсии СП:   

Если X(t) – случайная функция, а 
[image: image316.wmf])
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2) 
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3) 
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Вместо дисперсии 
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 часто рассматривают среднеквадратическое отклонение СП: 
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Пример стохастической модели роста популяции

Рассмотрим стохастический аналог упрощенного процесса роста популяции с учетом только размножения. 

При детерминистском подходе предполагается, что существует определенная скорость размножения 
[image: image322.wmf]e

, такая, что численность популяции n за время 
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 увеличивается на 
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, после приравнивания интегралов обеих частей равенства, 
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При построении вероятностной модели, можно принять простейшее предположение о том, что вероятность появления одного потомка у данной особи в интервале времени 
[image: image329.wmf]dt

 равна 
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. Тогда вероятность появления одной новой особи в целой популяции за время 
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 равна 
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Обозначим 
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 число особей в популяции равно 
[image: image335.wmf]n

, означает, что либо: а) в момент t было n особей и за время 
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 это число не изменилось, либо: б) в момент 
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 было 
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 появилась еще одна. 

Получаем соотношение: 
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 Откуда после перегруппировки и деления на 
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 получим: 
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Это уравнение справедливо при 
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 Легко доказать, что при 
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 уравнение упрощается и имеет вид:   
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Так как в случае, когда процесс начинается при значении 
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Уравнение (2) легко интегрируется с учетом того, что 
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 (аналогия с детерминистской моделью). Умножая обе части (2) на 
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, деля на 
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 и приравнивая интегралы обеих частей, получим: 


[image: image351.wmf]ò

p

p

a

a

d

 = 
[image: image352.wmf]ò

-

-

=

=

Þ

+

-

=

Þ

-

e

e

p

p

p

at

at

a

a

a

t

c

at

adt

e

e

e

e

)

0

(

)

(

ln

.

Полученный результат подставляем в уравнение (1) для 
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 и интегрируем, используя начальное условие 
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 Решая соответствующее линейное неоднородное уравнение первого порядка, получим: 
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Формула (3) подставляется далее в уравнение (1) для 
[image: image356.wmf]2
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 и решается полученное уравнение с начальным условием 
[image: image357.wmf].
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 Повторяя далее процесс, придем к решению в общем виде: 
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То есть пришли к частному случаю биномиального распределения.
                     Контрольные вопросы

1. Дайте определение случайной функции и случайного процесса.

2. Математическое ожидание случайного процесса и его свойства.

3. Дисперсия случайного процесса и ее свойства.

4. Особенности стохастической модели роста популяции и ее свойства.      

� EMBED Equation.3  ���
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