РАЗДЕЛ 3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ

3.1. Предел и непрерывность функций

Понятия: последовательность, предел последовательности.


[image: image424.bmp]
Упорядоченное множество вещественных чисел, любое из которых имеет свой номер, называется последовательностью.
Обозначение: {Xn}=X0, X1, X2, …Xn, …

Задача  1: Популяция микроорганизмов первоначально имела массу 100 мг и постоянно увеличивалась с темпом роста 20% в час.

Какова масса популяции через 10 часов роста? Через какое время масса популяции возрастет десятикратно?

(Пусть Xn соответствует массе популяции через n часов роста. По условию X0 =10 мг, Xn+1=1,2
[image: image2.wmf]´

Xn. Значит X1=(1,2)
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X0; X2=(1,2)2
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X0; Xn=(1,2)n
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X0 =10
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(1,2)n
Через 10 часов X10=10
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(1,2)10(61,92 мг.

Через 13 часов X13=10
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(1,2)13(107 мг, т. е. происходит увеличение биомассы более чем в 10 раз.

Число a называют пределом последовательности Xn, если для любого  
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>0 найдется такой номер N, начиная с которого выполнятся: 
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|Xn-a|<
[image: image10.wmf]e


при n(N 

Записывается:     
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Задача 2: Численность Xn популяции изменяется в соответствии с законом  
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Найти 
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и в соответствии с определением предела найти номер   N, если 
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Если 
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n=1
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Итак, если N=4, то для всех n(N
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Последовательность Xn – монотонная, если она либо возрастает 
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, либо убывает 
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Последовательность X n – ограничена, если найдутся числа m, M(R:  m( X n (M ((n(N). 

Последовательность 
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называют бесконечно малой, если 
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. Последовательность 
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. Коротко: (n – б. м, 
(n – б. б.

Выполняется соотношение: 
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Пример 1   Вычислить пределы:

 1) 
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2)   
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Свойства пределов последовательностей

1. Если последовательность an – ограничена и монотонна, то она сходится (т. е. имеет предел)

2. Если последовательности an, bn – сходятся, то:

a) 
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         (c= const)

d) 
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3. Если 
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Пример 2  Найти 
[image: image41.wmf](

)

1

limsin

n

n

n

®¥

æö

ç÷

èø


(Имеем произведение двух последовательностей:


[image: image42.wmf]n

n

1

=

a

 – б. м. и bn=sin (n) – ограничена (–1( sin (n) ( 1)

В соответствии со свойством (3): 
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Задача 3 (Ряд Фибоначчи)

Сформулирована знаменитым итальянским математиком Леонардо из Пизы (прозванным Фибоначчи) в книге об абаке в 1202 году. Суть в подсчете потомства от одной пары кроликов (включая родительскую пару) по месяцам, если известно, что через месяц пара кроликов производит на свет другую пару, а рожают кролики регулярно со второго месяца после рождения. Такая своего рода математическая модель воспроизводства кроликов может быть проиллюстрирована графическим деревом (дендрограммой) размножения и описывается числовым рядом (рядом Фибоначчи):
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Если обозначим un – общее количество образовавшихся пар кроликов в n й месяц, то для последовательности 

un = 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,...

Закономерно выполняется  un+2=un+un+1.

Вопрос: сколько пар кроликов образуется от одной пары через год?

(Достаточно вычислить 12 членов ряда Фибоначчи:

un=1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233

т. е. через год от одной пары кроликов (если принять за начало отсчета новорожденную пару) образуется 233 пары кроликов (включая родительскую).

Понятие функции. Предел функции

Правило f, сопоставляющее каждому значению x(D (область определения) единственное значение y(G (область значений), называется числовой функцией, заданной на множестве D и принимающей значения в области G. (Предполагается, что D, G 
[image: image46.wmf]Í

R)

Обозначение: y=f(x).

Способы задания функций

1) Табличный

Таблица значений живой массы бычка в зависимости от возраста.

	Возраст после отъема

(мес.)
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Живая масса, кг

(среднее значение)
	15
	22
	32
	46
	65
	88
	110


2) Аналитический
Живая масса (y) телят до одного года (в кг) может быть выражена функцией:

y=378,4-419,6
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где x – потребление полностью усвояемого питательного вещества (в кг) 

3) Графический

[image: image48.wmf] 
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График формирования зрелого почвенного профиля: 0 – ноль–момент, начало почвообразования,

p=p(t) – толщина почвенного слоя, как функция времени, 

tm – время образования зрелого почвенного профиля.

Предел функции

Пусть a(R и функция f(X) определена в некоторой окрестности точки a: X((a-(,a+() ((>0). Можно представить себе ряд последовательностей Xn, сходящихся к точке a, значения которой лежит в области определения f(X) (Xn(D(f))

Число A называется пределом функции f(X) в точке X=a, если  для любой числовой последовательности Xn, сходящейся к а (Xn(D(f), Xn(a (n), последовательность соответствующих значений функции yn=f(Xn) сходится и ее предел равен А.

Пишут: 
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Пример: Доказать, что функция 
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(Рассмотрим две последовательности 
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Ясно, что 
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Значения соответствующих последовательностей:
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   Нашлись две последовательности 
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, сходящиеся к 0, такие что, соответствующие значения пределов функции в них разные. Пришли к противоречию с определением предела. Функция f(x) не имеет предела при X=0.

Эквивалентное определение предела функции в точке
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Число А называют пределом функции f(X) при 
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 (или в точке X=a ), если ((>0 ((>0: |f(X)-a|<( для всех X: |X-a|<(.

Бесконечно малые и бесконечно большие функции

Функция ((X) называется бесконечно малой при X(a, если  
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Функция M(X) называется бесконечно большой при X(a, если  
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Третье (эквивалентное) определение предела функции

Число А называют пределом функции f(X) при X(a, если можно представить: f(X)=A+((X), где ((X) – б. м. при X(a
Свойства пределов функций аналогичны свойствам пределов последовательностей.

Пример: Найти 
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Можно представить:
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Задача: Функция x(t)=1000+500(1-2–t) соответствует непрерывному росту популяции бактерий от начального размера x0=1000 до предельного размера.

Найти: Предельный размер популяции.
(
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Замечательные пределы

Первый замечательный предел: 
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Пример: Найти 
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Второй замечательный предел:
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Пример: Доказать, что 
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Контрольные вопросы

1. Что называется последовательностью?

2. Какая последовательность называется ограниченной?

3. Что такое монотонная последовательность?

4. Какие последовательности называются сходящимися?

5. Сформулируйте  понятия бесконечно малой и бесконечно большой последовательности.

6. Перечислите основные свойства последовательностей.

7. Дайте определение предела последовательности.

8. Сформулируйте основные теоремы о пределах функций.

Задачи для самостоятельного решения
1. Некоторый химический процесс протекает так, что прирост количества вещества  за конечный промежуток времени ( из бесконечной последовательности промежутков (i(,(i+1)() (i=1,2,…) пропорционален наличному количеству вещества, имеющемуся в начале этого промежутка, и величине промежутка. Предполагая, что в начальный момент времени количество вещества составляет Q0 , определить количество вещества Qt(n) через промежуток времени t, если прирост количества вещества происходит каждую n - ю часть промежутка времени (=
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2. При вливании глюкозы ее содержимое (выраженное в соответствующих единицах) в крови пациента спустя t часов составляет C(t)=10-8e-t. Постройте график C(t) как функции времени при t (0. Найдите 
[image: image79.wmf]lim()

t

Ct

®¥

 - равновесное содержание глюкозы в крови.

3. Препарат с радиоактивным индикатором теряет половину своей радиоактивности в течение 2–х дней. Если распад радиоактивности считать экспоненциальным, то какая ее часть теряется за день, за четыре дня, за восемь дней?

            Понятия: непрерывная функция, точки разрыва функции.

Примеры некоторых непрерывных функций:

у=Т(t) – температура воды (
[image: image80.wmf]C

o

) в зависимости от времени нагревания;

у=Р(t) – вес животного (кг) в зависимости от времени откорма (t);

y=S(t) – путь, пройденный автомобилем в зависимости от времени.

Пусть задана функция аргумента x: y=f(x).

Обозначим:
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 - наращенное значение функции;
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 - приращение функции в точке x0;

Функция y=f(x) называется непрерывной в точке x0, если бесконечно малому приращению аргумента в этой точке соответствует бесконечно малое приращение функции.
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Функция y=f(x) – непрерывна на числовом интервале 
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, если она непрерывна в любой точке этого интервала.

Пример: Урожайность зерна кукурузы f(x) (ц/га) в зависимости от количества внесенного в почву азотного удобрения (х, кг) выражается формулой 
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Является ли данная функция непрерывной?
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Здесь пользуемся свойством пределов функций, что если 
[image: image90.wmf])
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 - бесконечно малая, а g(x) – ограниченная 
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 - бесконечно малая. Функция y=f(x) – непрерывна на всей числовой оси.

Задача: Функция y=f(x) определена и непрерывна в точке x0.

Найти предел функции в этой точке.

(
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Функция f(x) непрерывна в точке x0, если предел функции в этой точке равен значению функции в этой точке.

Пример: Показать непрерывность функции 
[image: image93.wmf]2
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 в точке x0=2.
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Односторонние пределы
Число А называется пределом функции f(x) в точке x0 справа (слева), если для любого  
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Правосторонний предел: 
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Левосторонний предел: 
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Функция f(x) непрерывна при 
[image: image102.wmf]0
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, если выполняются следующие условия:

1) Функция y=f(x) определена не только в точке x0, но и в некотором интервале, содержащем x0;

2) Функция y=f(x) при 
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 имеет конечные и равные между собой односторонние пределы;

3) Односторонние пределы при 
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 совпадают со значением функции в точке x0, т.е.
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Если для данной функции f(x) хотя бы одно из перечисленных условий не выполняется, то функция называется разрывной в точке 
[image: image106.wmf]0
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Функция f(x) имеет в точке x0 разрыв 1 рода, если односторонние пределы слева и справа существуют, но не равны между собой (или, может быть, существуют и равны между собой но не равны значению f( x0)).

Если хотя бы один из односторонних пределов не существует (или равен бесконечности), то разрыв в этой точке называется разрывом 11 рода.

Пример: Исследовать на непрерывность функции:
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Левосторонний предел в точке х=3:
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Правосторонний предел:
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В точке х=3 функция f(x) имеет разрыв 1 рода.

Скачок функции  (в точке х=3).
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Функция не определена при х=2.
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Точка х=2 – точка разрыва II рода.

График – две ветви гиперболы с центром

симметрии в точке 
[image: image115.wmf]1
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[image: image411.wmf]
Основные теоремы о непрерывных функциях

1) Если функция f(x), g(x) определены в промежутках (a, b) и непрерывны в точке 
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, то в этой точке функции:
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также непрерывны (последняя функция непрерывна при условии, что 
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2) Если функция y=f(x) непрерывна в точке х0, а функция g(x) непрерывна в точке 
[image: image119.wmf]0
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=f (х0), то сложная функция g(f(x)) непрерывна в точке x0.

3) Первая теорема Больцано – Коши.

Если функция f(x) задана на промежутке [a, b] и непрерывна в любой точке промежутка (a, b) и если на концах промежутка значения функции f(a) и f(b) имеют разные знаки, то между a и b существует (по крайней мере одно) такое значение x0, при котором 
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4) Первая теорема Вейерштрасса.
Если функция f(x) определена и непрерывна в промежутке [a,b] (т.е. непрерывна в любой точке промежутка), то она ограничена в этом промежутке, т.е. существуют два таких числа m, M, что для любого 
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 справедливо неравенство:
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Любая элементарная функция (т.е. функции x(, ax, logax, sin(x), cos(x), tg(x), ctg(x), arcsin(x), arccos(x), arctg(x), arcctg(x)) непрерывна во всех точках х из области ее определения.

Задачи для самостоятельного решения

1. Дана функция y=
[image: image123.wmf]1
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 и два значения аргумента x1=1, x2=2.

А) Проверьте, является ли данная функция непрерывной или разрывной при данных значениях аргумента.

Б) Найдите односторонние пределы в точках разрыва.

В) Постройте график функции на интервале [-6, 6].

2. Вещественная функция f(x) задается как:

f(x) = 
[image: image124.wmf]2
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Найдите односторонние пределы и скачок функции в точке разрыва.

Постройте график функции на интервале [-4, 4].

Контрольные вопросы
1) Определение непрерывности функции в точке.

2)  Определение левостороннего, правостороннего предела функции в точке.

3) Связь понятия непрерывности и наличия односторонних пределов функции в точке.

4) Определение разрыва I и II рода функции в точке.

5) Основные теоремы о непрерывных функциях.

3.2. Понятие производной и дифференциала функции

Производной функции f(x) в точке x0 называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента при стремлении последнего к нулю.
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В соответствии с определением предела:
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(при 
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 функция f(x) непрерывна в точке x0.

Геометрический смысл производной

[image: image412.wmf]1
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Касательной к кривой y = f(x) 

В точке M(x; y)называется прямая 
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являющаяся предельным положением

секущей
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MM

, когда точка 
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точке
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Угловой коэффициент секущей: 
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При стремлении М1
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Секущая ММ1 стремится к касательной МТ.

Обозначим К- угловой коэффициент касательной
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Угловой коэффициент касательной к графику функции равен значению её производной в точке касания.

Механический смысл производной

Пусть при неравномерном прямолинейном движении величина пути, пройденного телом: 
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Тогда 
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Средняя скорость на отрезке 
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Мгновенная скорость в точке
[image: image146.wmf]:
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Мгновенная скорость при неравномерном прямолинейном движении точки характеризует механический смысл производной (от функции пути).

Примеры:
1) Найти значение мгновенной скорости свободно падающего (в пустоте) тела через 3 сек. падения.
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Если 
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2) Для функции 
[image: image152.wmf]2
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найти значение углового коэффициента касательной при x=1.
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3) Некоторая популяция микроорганизмов в момент времени t насчитывает
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Оценить мгновенную скорость роста популяции через 5 часов развития.
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[image: image161.wmf]
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Таблица производных основных элементарных функций
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Пример. Найти производную функции 
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Понятие дифференциала функции

В соответствии с определением производной и предела:
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То есть порядок малости (2) выше, чем  порядок малости (1) при 
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Выражение 
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 - главная часть приращения 
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 - называется дифференциалом функции 
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Дифференциал функции равен произведению её производной на дифференциал (или приращение) независимой переменной.

Применение дифференциала
(для приближенного вычисления приращения функции)

Задача 1  Оценить, на сколько увеличится объем металлического куба со стороной 
[image: image200.wmf].,
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 если при нагревании каждая сторона его увеличилась на 1мм. (
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(Имеем функцию 
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Так как 
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 мало по сравнению с x,  то можно считать 
[image: image204.wmf])

(

270

1

,

0

)

30

(

3

3

)

(

3

2

2

3

см

x

x

dx

x

V

dx

V

dV

V

=

´

´

=

D

=

´

¢

»

D

Þ

¢

=

»

D


Точное значение: 
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Погрешность вычисления 
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Экстремум функции

Функция 
[image: image208.wmf])
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, называется убывающей на интервале (a, b), если для всех точек этого интервала при 
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, то функция возрастающая.

Теорема: Если дифференцируемая в промежутке (a; b) функция y = f(x) имеет в каждой точке 
[image: image213.wmf])
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 положительную (или отрицательную) производную, то эта функция возрастает (или убывает) на данном промежутке.

  ( По определению производной:
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Из 
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 - функция убывает.

Функция y = f(x) имеет максимум ( минимум) при 
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.Точки минимума и максимума называются точками экстремум.
Необходимое условие экстремума функции

Теорема (Ферма): Если функция y = f(x) дифференцируема в интервале (a, b), и имеет в точке x0 из (a, b) экстремум, то 
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Достаточное условие экстремума

Пусть функция y = f(x) – дифференцируема в интервале (a,b) содержащем критическую точку x0 (т.е. 
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Если при переходе аргумента слева направо через точку x0, производная 
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 меняет знак с «+» на «-», то функция в этой точке имеет максимум. 

Если знак меняется с «-» на «+», то функция в этой точке имеет минимум.

Если знак не меняется – экстремума нет.
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точка x0=0 – точка минимума.
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в точке x0=0 – экстремума нет.

[image: image419.wmf]
Задачи для самостоятельного решения

1) Оценка радиуса арбуза на грядке через длину обхвата показала 
[image: image227.wmf]0
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=10 см. 
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.Через некоторое время радиус увеличился на 2 мм. Считая арбуз идеальным шаром, приближенно оценить – на сколько увеличился его объем.
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1) Поилка для коров.
Под каким углом ( следует сбить

три одинаковые доски, чтобы получить 

водопойный желоб наибольшей вместимости.

2) Центральная усадьба совхоза С расположена в 50 км 
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[image: image422.wmf]от райцентра А и в 30 км от магистрали, проходящей                                   С
через райцентр. Под каким углом к магистрали

следует провести подъездной путь из С,

чтобы стоимость перевозок груза из А в С 

и из С в А была наименьшей, если известно, 

что перевозка по магистрали будет обходиться совхозу

[image: image423.bmp]в 2 раза дешевле, чем по подъездному пути.

                                                                                                         A           E            D
Контрольные вопросы

1) Определение производной функции в точке.

2) В чем заключается геометрический и механический смысл производной?

3) Понятие дифференциала функции. Возможности его применения.

4) Определение экстремума функции в точке.

5) Необходимый и достаточный признаки экстремума функции в точке.

Приложения производной

Задачи с практическим содержанием на отыскание экстремума функции.

Задача 1:
Масса животного, например быка (при правильных условиях содержания) – известная функция времени, т.е. возрастает по определенному закону: 
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Затраты на откорм одной головы можно приближенно описать линейной функцией времени: 
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a – цена молодняка приобретенного хозяйством;


b – затраты на содержание 1 головы в единицу времени.

Определить оптимальный срок откорма.
( Обозначим 
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 - стоимость произведенного продукта (c – const; стоимость 1 кг мяса).

Функция прибыли выразится:

П
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Для нахождения максимума функции П(t):
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Вывод: Максимуму прибыли соответствует такое значение момента времени t*, для которого угловой коэффициент касательной к графику функции стоимости продукта, равен угловому коэффициенту прямой –  графика функции затрат.

Т.е. при t= t* касательная к  графику функции y(t) параллельна прямой затрат
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Задача 2:
В питательную среду вносят популяцию из 1000 бактерий. Численность популяции возрастает согласно уравнению
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(t – время в часах).

Найти максимальный размер популяции.

 (  
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Проверка:
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[image: image240.wmf]11
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Вывод: максимальный размер популяции составляет
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достигается по прошествии 10 часов роста.

Производные высших порядков

Пусть f(x) – дифференцируема в интервале 
[image: image243.wmf])
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. Если ее производная 
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 - тоже дифференцируема в интервале (a, b), то можно рассмотреть функцию 
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, которая называется второй производной функции f(x).

Аналогично можно рассмотреть 
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 - третья производная функции f(x) и т.д.

Для n – ой производной: 
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Теорема: Для функции f(x), имеющей производные вплоть до n– го порядка в точке x0 справедлива формула Тейлора: 
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где 0((x-x )n - бесконечно малая относительно 
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Пример: Разложить функцию 
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с помощью формулы  Тейлора, принимая 
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Если взять х=1, то можно вычислять  число e со сколь угодно большой точностью.

Признак экстремума (через знак второй производной)

Теорема: Если для функции f(x) в некоторой точке 
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, то в точке x0 имеется экстремум , причем если
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  - точка максимума функции.
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Пусть 
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  (f(x) справа от 
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 (f(x) слева от 
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точка минимума функции f(x).

Исследование функций

График функции y = f(x) называется выпуклым (вогнутым) в области D
[image: image265.wmf]Ì

R, если соответствующий отрезок кривой y = f(x) расположен ниже (соответственно выше) касательной в каждой точке области D. 
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Мнемоническое правило:

Знак 
[image: image267.wmf])
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 “+” – вода из “чашки” не выливается – функция вогнута,

Знак 
[image: image268.wmf])
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 “-” – вода из “чашки” выливается – функция выпукла.

Примем без доказательства.

Точка на графике кривой 
[image: image269.wmf])
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,при переходе через которую кривая из выпуклой становится вогнутой (или наоборот) называется точкой перегиба кривой.

Очевидно, что точки перегиба, это точки на кривой, где 
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Асимптота – это прямая, лучом которой в окрестности бесконечно удаленной точки можно приближенно заменить соответствующий участок кривой.

Если прямая 
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Деля на x:
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Пример: Исследовать функцию 
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 и построить ее график.

Область определения: 
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 функция непрерывна в области определения.

Поведение на границах области:
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- вертикальная асимптота.

Пересечение с осями:  
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Экстремумы функции:  
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Точки перегиба: 
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Асимптоты: 
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Асимптота:   
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Теорема Ролля : Если функция f(x) непрерывна на 
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Если 
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 найдется хотя бы одна точка
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Теорема Коши: Если функции f(x) и 
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(  Введем вспомогательную функцию
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Не трудно убедиться, что она удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля.

Значит найдется  
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Теорема Лагранжа: Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[image: image303.wmf][
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, дифференцируема на интервале(a, b), тогда найдется такая точка   
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Задача: С помощью формулы Лагранжа (2) найти приближенное значение 
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Так как 
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Задачи для самостоятельного решения

1) Больному делается инъекция лекарства в момент времени t = 0. Концентрация этого лекарства в крови в момент t описывается зависимостью 
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Каково максимальное значение 
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Нарисуйте график x(t) при 
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2)  Нужно изготовить коническую воронку с образующей l. Какова должна быть высота H  воронки, чтобы ее объем был наибольшим?

3) В треугольник с основанием 4 и высотой 2 вписан прямоугольник наибольшей площади. Определить его площадь.

4) Даны точки А(0,3) и В(4,5). На оси Ох найти точку М так, чтобы расстояние S =  AM + MB было наименьшим.

Контрольные вопросы

1. Сформулируйте признак экстремума функции в точке, используя знак второй производной.

2. Понятие выпуклости и вогнутости функции. Признак точки перегиба функции.

3. Понятие асимптоты функции. Расчет параметров асимптоты.

4. Порядок полного исследования функции и построения графика.

5. Сформулируйте теоремы Ролля, Коши, Лагранжа.

3.3 Первообразная. Правила интегрирования
Если при определении дифференциала функции, по заданной функции y=f(x) отыскивали ее производную
[image: image323.wmf])
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, то при интегрировании имеем дело с обратной задачей: по заданной производной отыскать исходную функцию (первообразную).

Функция F(x) называется первообразной по отношению к функции f(x), если для  каждого x((a,b) 
[image: image324.wmf]F
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Примеры:
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Если отыскание производной операция однозначная, то отыскание первообразной данной функции – операция неоднозначная.

Если F(x) – первообразная f(x), то F(x)+C (C - const) – также первообразная функции f(x).

( По условию 
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Операция отыскания первообразной для данной непрерывной функции функции называется интегрированием а вся совокупность первообразных называется неопределенным интегралом этой функции.

Записывается:
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Свойства неопределенного интеграла
Пусть f(x), g(x) – непрерывные функции , k=const.
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Вид интеграла не изменится при переходе от переменной x к переменной u, где u=u(x) – дифференцируемая функция от x.

Таблица неопределенных интегралов
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Задача интегрирования сводится, в простейшем случае, к элементарным преобразованиям, приводящим подинтегральную функцию к виду какого либо табличного интеграла. 

Примеры. Найти первообразную:
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Методы интегрирования

Интегрирование подстановкой (или заменой переменной)

Иногда удобно за новую переменную взять какую-либо функцию от x (см. свойство (3)).

Пример 8: 
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	Делаем замену:

3x2+8=u
d(3x2+8)=6xdx=du
xdx=du/6


Проверка: 
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 - подынтегральная функция.

Интегрирование по частям

Пусть u(x), v(x) – дифференцируемые функции, тогда: d(uv)=udv+vdu(udv=d(uv)-vdu.

Интегрируя обе части:


[image: image338.wmf]ò

ò

ò

Þ

-

=

vdu

uv

d

udv

)

(
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Пример:
	9) Вычислить
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	Вспомогательные вычисления:

u=ln (x)

du=dx/x
dv=dx ; v=x


Пример 10
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	u=2x-5

du=2dx
dv=
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Задача: Скорость движения тела задана уравнением V=4t2+1 (м/сек).

Найти уравнение движения, если к моменту t=3сек. пройден путь S=60м.

  (  
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Константа С определяется из условия: S(3)=
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Задачи для самостоятельного решения:

1. Скорость прироста популяции бактерий описывается функцией 
[image: image347.wmf]t
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Если начальная численность популяции составляла 40 особей, то 

а)  Какова предельная численность популяции?

б)  Через какое время численность популяции удвоится?

2. Касательная, проведенная к графику функции y=f(x) имеет угловой коэффициент, величина которого обратна квадрату абсциссы точки касания. Найти уравнение линии если известно, что она проходит через точку А(1,3).

Контрольные вопросы

1) Дайте определение первообразной функции

2) Сформулируйте основные свойства неопределенного интеграла.

3)   Назовите основные методы интегрирования. В чем их суть?

3.4 Определенный интеграл

Геометрический смысл определенного интеграла

Задача. Оценить площадь криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой y=f(x)  и прямыми y=0; x=a; x=b.

(
Рассмотрим криволинейную трапецию aABb . Ее площадь обозначим  
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Интервал [a,b] разобьем на n частичных интервалов, не обязательно равных, точками деления: 
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Каждый частичный интервал [
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Внутри каждого интервала   выберем точку 
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 и вычислим f(
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Составим произведения:
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, которые представляют собой площади соответствующих прямоугольников.

Очевидно, можно записать:
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Где 
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Сумма 
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 называется  интегральной суммой функции f(x) на интервале [a, b].

Если будем увеличивать число частичных интервалов, тем самым уменьшая их длину (
[image: image367.wmf]0
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), интуитивно ясно, что в неравенстве (1) левая, средняя и правая части неравенства в пределе будут стремиться к площади криволинейной трапеции.

Предел интегральной суммы функции f(x) на [a, b] при неограниченном уменьшении длины частичного интервала разбиения (соответственно, 
[image: image368.wmf]¥
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), называется определенным интегралом функции f(x) на отрезке [a, b].
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Определенный интеграл соответствует площади криволинейной трапеции.

Формула Ньютона – Лейбница устанавливает связь между понятиями неопределенного и определенного интеграла.

ТЕОРЕМА. Функция Ф(x), выражающая площадь переменной криволинейной  трапеции (с подвижной правой стороной) является первообразной для функции y=f(x), графиком которой является кривая, ограничивающая эту трапецию сверху.

· Имеет место неравенство:    
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Если обозначим 
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Если 
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, то в силу непрерывности f(x):
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Этим доказано, что функция Ф(x), выражающая площадь криволинейной трапеции, является первообразной для f(x).

Можно записать: 
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(F(x) – некоторая первообразная для f(x)).

Определим константу С:

· при x=a, Ф(a)=F(a)+C=0(C= –F(a), т.е.
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· при  x=b, получим:
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  - формула Ньютона – Лейбница.
Пример: Вычислить 
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Свойства определенного интеграла

1.
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Простейший пример формулы Ньютона – Лейбница.
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Используется, что предел суммы равен сумме пределов.

3. 
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Используется свойство аддитивности сумм.

4. 
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Из формулы Ньютона – Лейбница.

5. 
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Следует из аналогичного неравенства для интегральных сумм.

Замена переменной в определенном интеграле

Пусть f(u(x)) непрерывна, а u(x) дифференцируема на [a, b], причем u(a)=c, u(b)=d, тогда:
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[image: image390.wmf]
Пример. Вычислить 
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Интегрирование по частям
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u(x), v(x) – дифференцируемые функции на отрезке [a,b].

Пример: Вычислить 
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Приложения определенного интеграла


I. Площадь плоской фигуры

  Задача: Найти площадь криволинейной 

трапеции, ограниченной линиями:

y=f(x), y=
[image: image396.wmf]j

(x), x=a, x=b

В качестве элемента интегральной 

суммы 
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Пример  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: y=
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Точка пересечения: 
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II.
Объем тела вращения


Найти объем тела (V), образованного вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции  aABb ={x=a; x=b; y=0; y=f(x)}.

(
элемент интегральной суммы – 

объем диска. 
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Пример: Определить объем тела, ограниченного поверхностью, полученной от вращения эллипса вокруг оси Ox.

(
Уравнение эллипса: 
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В частности, объем шара при a=b=r:


[image: image409.wmf].
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Задачи для самостоятельного решения

1. Оценить объем бочки, высотой h=1 м, длина обруча в основании 0,8(, центрального обруча –(.


[image: image410]
 Указание: Принять приближенно, что боковая поверхность бочки образована вращением параболы вокруг оси Ох.

2. Высота кучи зерна, имеющего коническую форму, равна 2,5 м, а окружность ее основания 20 м. Масса 1 м3 зерна равна 750 кг. Какова масса зерна в куче?

(Применить формулу объема тела вращения).
Контрольные вопросы
1. Понятие интегральной суммы и определенного интеграла непрерывной функции f(x) на отрезке. Геометрическая интерпретация.

2. Формула Ньютона-Лейбница для вычисления определенного интеграла.

3. Свойства определенного интеграла.

4. Замена переменной в определенном интеграле.
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